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3.4. Feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4. Nevezetes eloszlások 42

4.1. Diszkrét eloszlások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.1.1. Diszkrét egyenletes eloszlás . . . . . . . . . . . . . . 42

4.1.2. Hipergeometriai eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.1.3. Binomiális eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.4. Geometriai eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.1.5. Poisson eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2. Folytonos eloszlások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2.1. Egyenletes eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2.2. Exponenciális eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2.3. Normál eloszlás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3. Feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

i



ii TARTALOMJEGYZÉK
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9.3. Feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



TARTALOMJEGYZÉK iii
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1. fejezet

Klasszikus
valósźınűségszámı́tás

A valósźınűségszámı́tás a matematika egyik nagyon régi ága, mely a 16.
században indul fejlődésnek a szerencsejátékok tanulmányozása során és
Gerolamo Cardano, Pierre de Fermat és Blaise Pascal nevéhez fűződik. A
klasszikus definiciója a valósźınűségnek viszont már 19. századi és Pierre
Laplace-nak köszönhető. Ez nem más mint a középiskolából is jól ismert
kedvező kimenetelek számának az aránya az összes kimenetel
számához képest. Jelen fejezetben ebből a definicióból kiindulva és ezt
finomı́tva indulunk el a modern valósźınűségszámı́tás irányába.

Úgy fogunk gondolni minden egyes valósźınűségszámı́tás feladatra, hogy
első sorban rögźıtünk egy ḱısérletet, mely a háttérben tőlünk függetlenül
hajtódik végre. Az egyszerűség kedvéért példaként legyen ez a ḱısérlet egy
szabályos hatoldalú dobókocka eldobása. A következőkben rögźıtenünk
kell az általunk elfogadott kimeneteleket. Itt gondolunk arra, hogy elfo-
gadjuk, hogy a kockadobás eredménye lehet az, hogy a kocka felső lapján
egy pöttyöt, két pöttyöt és ı́gy tovább hat pöttyöt látunk, de nem fogad-
juk el kimenetelnek, hogy a kocka megáll az élén. Ezeket a kimenetele-
ket elemi eseményeknek nevezzük és ezek halmazát pedig az esemény
térnek, melyet Ω-val jelölünk.

1. példa. Tekintsük azt a ḱısérletet, hogy eldobunk egy szabályos hatoldaló
dobókockát. A ḱısérlet kimenetelei pedig legyenek ω1, ω2, . . . , ω6, ahol ωi az
a kimenetel, hogy a dobott kocba felső lapján i darab pötty látható. Ekkor
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2 1. FEJEZET. KLASSZIKUS VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS

az esemény tér
Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6}.

Ezen a ponton még nem beszélünk valósźınűségről, ahoz előbb rögźıtenünk
kell, hogy egyáltalán milyen objektumoknak lesz valósźınűsége. Legyen
tehát

A ⊆ {E| E ⊆ Ω}
az Ω részhamazainak egy halmaza. Azt mondjuk, hogy az (A,∩,∪) struk-
túra egy esemény algebrát alkot és elemeit eseményeknek nevezzük,
ha teljesülnek az alábbiak

• Ω ∈ A, tehát Ω mindig esemény, melyet a b́ıztos eseménynek
nevezünk;

• Ha E ∈ A, akkor Ec := {ω ∈ Ω | ω /∈ E}, tehát egy esemény
komplementere is esemény;

• Ha Ei ∈ A, i ∈ I, ahol I egy megszámlálható (véges vagy végtelen)
halmaz, akkor ⋃

i∈I
Ei ∈ A,

vagyis A zárt a megszámlálható egyeśıtésre nézve.

Valóban (A,∩,∪) egy Boole-algebra struktúrával rendelkezik, innen ered
az elnevezés is. Ez a három feltétel amit elvárunk az események halmazától
máris származtat néhány érdekes következményt.

1. tulajdonság (Esemény algebra tulajdonságai). Legyen Ω egy ese-
mény tér és (A,∩,∪) egy Ω-n értelmezett esemény algebra. Ekkor igazak
az alábbiak

• ∅ ∈ A, tehát az ∅ mindig esemény, melyet lehetetlen eseménynek
nevezünk;

• {∅,Ω} a legkissebb esemény algebra ami Ω-n értelmezhető;

• Ha Ei ∈ A, i ∈ I, ahol I egy megszámlálható (véges vagy végtelen)
halmaz, akkor ⋂

i∈I
Ei ∈ A,

vagyis A zárt a megszámlálható metszetre nézve.
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Ez utóbbi tulajdonságot a De Morgan formulák seǵıtségével láthatjuk be,
melyek a fenti esetben a következőképpen ı́rhatóak fel:

• (⋂i∈I Ei

)c
=
⋃

i∈I E
c
i ;

• (⋃i∈I Ei

)c
=
⋂

i∈I E
c
i .

2. példa. Az előző példát folytatva legyen Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6} egy szabá-
lyos hatoldalú kockadobás eseménytere. Mivel Ω egy diszkrét halmaz, ek-
kor egy klasszikus választás az A esemény algebra számára a Ω összes
részhalmaza, tehát

A = {E | E ⊆ Ω}.
Vegyük észre, hogy A elemszáma 26. Továbbá beláthatjuk, hogy A valóban
teljeśıti az esemény algebra összes tulajdonságát, hisz egyrészt a teljes hal-
maz mind részhalmaza önmagának, másrészt a komplementer mindig egy
részhalmaz és végezetül az egyeśıtés is mindig egy részhalmaz, hisz ebben
az eseben csak véges sok részhalmazt egyeśıthetünk.

Ebben a jelölésrendszerben például a páros dobás egy esemény, melyet
az A = {ω2, ω4, ω6} halmazzal tudunk jelölni.

Most érkeztünk el arra a pontra, hogy definiálni tudjuk azt, hogy mi is
a valósźınűség. Rögźıtsünk egy Ω eseményteret és egy (A,∩,∪) esemény
algebrát Ω-n, ekkor egy

P : A → R+

pozit́ıv valós függvényt valósźınűségnek vagy valósźınűségi mérték-
nek nevezünk, ha teljesülnek az alábbi feltételek

• P(Ω) = 1;

• Ha Ei ∈ A, i ∈ I, ahol I egy megszámlálható (véges vagy végtelen)
halmaz és Ei ∩ Ej = ∅, bármilyen i �= j esetén, akkor teljesül, hogy

P(∪i∈IEi) =
∑
i∈I

P(Ei),

vagyis a P egy megszámlálhatóan addit́ıv függvény.

Mindezeket összegezve egy (Ω,A,P) hármast valósźınűségi térnek ne-
vezünk, ha Ω egy esemény tér, A egy esemény algebra Ω-n és P egy
valósźınűségi mérték A-n.
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Először is vegyük észre, hogy a defińıció alapján végtelen sok valósźınű-
ség létezik. Másodsorban pedig látni fogjuk, hogy bizonyos feltételek mel-
lett az ı́gy definiált valósźınűségek közé tartozik a klasszikus valósźınűség
(”kedvező esetek osztva összes eset”) is.

Hogy ezt ki tudjuk fejteni, a továbbiakban vegyük észre a valósźınűség
tulajdonságai alapján, hogy ha E1, E2, . . . , Ek ∈ A események, úgy, hogy

k⋃
i=1

Ei = Ω és Ei ∩ Ej = ∅,

bármilyen i �= j esetén, vagyis az E1, . . . , Ek egy teljes esemény rend-
szer az Ω-n, akkor

1 = P(Ω) = P

(
∪k
i=1Ei

)
=

k∑
i=1

P(Ei).

Ennek a következő példa egy partikuláris esete.

3. példa (Klasszikus valósźınűségi tér). Legyen Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}
egy diszkrét esemény tér és legyen

A = {E | E ⊆ Ω}

(az események algebrája) az Ω összes részhalmaza. Ekkor az {ω1}, . . . , {ωn}
elemi események egy teljes esemény rendszert alkotnak az Ω-n, ı́gy az
előbbi okfejtés alapján azt kapjuk, hogy

1 =

n∑
i=1

P({ωi}).

Akkor beszélünk klasszikus valósźınűségi térről, ha a továbbiakban feltételez-
zük, hogy P({ωi}) = p bármilyen i ∈ {1, . . . , n} esetén, vagyis, hogy mind-
egyik elemei eseménynek ugyanannyi a valósźınűsége. Ekkor azt kapjuk,
hogy

1 =

n∑
i=1

P({ωi}) = p+ p+ . . .+ p = n · p,

vagyis, hogy

P({ωi}) = 1

n
=

1

|Ω| .
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Továbbá, ha E = {ωi1 , . . . , ωik} egy esemény, akkor

P(E) = P

(
∪k
j=1{ωij}

)
=

k∑
j=1

P({ωij}) =
1

n
+

1

n
. . .+

1

n
= k · 1

n
.

Tehát megkaptuk a jól ismert formulát a klasszikus valósźınűségi tér esetén,
hogy

P(E) =
|E|
|Ω| .

Például a szabályos kockadobás (ahol feltételezzük, hogy a kocka nem
hamis és ı́gy mindegyik elemi esemény egyforma valósźınűséggel következik
be) esetén, ahol Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6} azt kapjuk, hogy bármely oldal meg-
dobásának a valósźınűsége 1

6 . Illetve ha E = {ω2, ω4, ω6} a páros dobás
eseménye, akkor

P(E) = |E| · 1

|Ω| =
|E|
|Ω| .

4. példa (A hamis kocka esete). Az alábbi valósźınűségi tér egy példa
lesz a nem klasszikus esetre. Legyen Ω = {ω1, . . . , ω6} egy hatoldalú
dobókocka dobás eseménytere. Most viszont tételezzük fel, hogy a kocka
hamis és a következők az elemi események valósźınűségei: P({ωi}) = 1

7 ,
ha i ∈ {1, . . . , 5} és P({ω6}) = 2

7 . Az {ω1}, . . . , {ω6} továbbra is egy teljes
eseményrendszert alkot, tehát az igaz, hogy

1 =
6∑

i=1

P({ωi}).

Legyen továbbá E = {ω2, ω4, ω6} az az esemény, hogy párost dobunk. Ek-
kor

P(E) = P({ω2}) + P({ω4}) + P({ω6}) = 1

7
+

1

7
+

2

7
=

4

7
�= |E|

|Ω| ,

tehát már nem igaz, hogy az E valósźınűsége a kedvező estek száma osztva
az összes eset számával.

Most nézzük meg a valósźınűség néhány használatos tulajdonságát.

2. tulajdonság. Legyen (Ω,A,P) egy valósźınűségi tér, ekkor igazak az
alábbiak
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