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1. fejezet

Klasszikus
valosziniiségszamitas

A valésziniiségszamitas a matematika egyik nagyon régi dga, mely a 16.
szazadban indul fejlodésnek a szerencsejatékok tanulmanyozasa soran és
Gerolamo Cardano, Pierre de Fermat és Blaise Pascal nevéhez flizédik. A
klasszikus definiciéja a valdszintiségnek viszont mar 19. szazadi és Pierre
Laplace-nak koszonheté. Ez nem mas mint a kézépiskolabdl is jol ismert
kedvezé kimenetelek szdmdnak az ardnya az o0sszes kimenetel
szdmahoz képest. Jelen fejezetben ebbol a definiciébdl kiindulva és ezt
finomitva indulunk el a modern valészintiségszamitds iranyaba.

Ugy fogunk gondolni minden egyes valészintiségszamitas feladatra, hogy
els6 sorban rogzitiink egy kisérletet, mely a hattérben toliink fliggetleniil
hajtodik végre. Az egyszeriiség kedvéért példaként legyen ez a kisérlet egy
szabdlyos hatoldali dobdkocka eldobasa. A kovetkezSkben rogziteniink
kell az altalunk elfogadott kimeneteleket. Itt gondolunk arra, hogy elfo-
gadjuk, hogy a kockadobas eredménye lehet az, hogy a kocka felsé lapjan
egy pottyot, két pottyot és igy tovabb hat pottyot latunk, de nem fogad-
juk el kimenetelnek, hogy a kocka megall az élén. Ezeket a kimenetele-
ket elemi eseményeknek nevezziik és ezek halmazat pedig az esemény
térnek, melyet 2-val jeloliink.

1. példa. Tekintsik azt a kisérletet, hogy eldobunk eqy szabdlyos hatoldalo
dobokockat. A kisérlet kimenetelei pedig legyenek wy,ws, . .. ,ws, aholw; az
a kimenetel, hogy a dobott kocba felsé lapjan i darab potty ldthato. Ekkor
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az esemeény tér
Q= {wl,wg, cee ,w6}.

Ezen a ponton még nem beszéliink valoszintiségrol, ahoz el6bb rogzitentink
kell, hogy egyaltalan milyen objektumoknak lesz valdsziniisége. Legyen
tehat

AC{E| ECQ}

az () részhamazainak egy halmaza. Azt mondjuk, hogy az (A, N, U) struk-
tura egy esemény algebrat alkot és elemeit eseményeknek nevezziik,
ha teljestilnek az alabbiak

e ) € A, tehat ) mindig esemény, melyet a biztos eseménynek
nevezink;

e Ha F € A, akkor E¢ := {w € Q | w ¢ E}, tehdt egy esemény
komplementere is esemény;

e Ha E; € A, i € I, ahol I egy megszamldlhat6 (véges vagy végtelen)
halmaz, akkor
U E; € .A,
i€l
vagyis A zart a megszamlalhatd egyesitésre nézve.

Valéban (A, N, U) egy Boole-algebra struktirdval rendelkezik, innen ered
az elnevezés is. Ez a harom feltétel amit elvarunk az események halmazatol
maris szarmaztat néhany érdekes kovetkezményt.

1. tulajdonsig (Esemény algebra tulajdonsagai). Legyen Q) egy ese-
mény tér és (A,N,U) egy Q-n értelmezett esemény algebra. Ekkor igazak
az alabbiak

o ) € A, tehdt az () mindig esemény, melyet lehetetlen eseménynek
nevezunk;

o {(,Q} a legkissebb esemény algebra ami Q2-n értelmezhetd;

e Ha E; € A, i €1, ahol I egy megszamlalhaté (véges vagy végtelen)
halmaz, akkor
m FE; € .A,
el

vagyis A zdrt a megszamldalhato metszetre nézve.
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Ez utébbi tulajdonsagot a De Morgan formulak segitségével lathatjuk be,
melyek a fenti esetben a kovetkezoképpen irhatéak fel:

° (miel Ei)c = User £
® (Uiel Ei)c = Nier E5-

2. példa. Az el6z6 példat folytatva legyen Q = {w1,wa, ..., ws} egy szabd-
lyos hatoldali kockadobds eseménytere. Mivel ) eqy diszkrét halmaz, ek-
kor egy klasszikus vdlasztds az A esemény algebra szamdra a ) osszes

részhalmaza, tehdt
A={E | ECQ}.

Vegyiik észre, hogy A elemszdma 2°. Tovdbbd beldthatjuk, hogy A valdban
teljesiti az esemény algebra osszes tulajdonsdagdt, hisz eqyrészt a teljes hal-
maz mind részhalmaza onmagdnak, masrészt a komplementer mindig egy
részhalmaz és végezetiil az eqyesités is mindig eqy részhalmaz, hisz ebben
az eseben csak véges sok részhalmazt eqyesithetunk.

Ebben a jelolésrendszerben példdul a pdros dobds eqy esemény, melyet
az A = {wa,ws,we} halmazzal tudunk jeldlni.

Most érkeztiink el arra a pontra, hogy definidlni tudjuk azt, hogy mi is
a valdsziniiség. Rogzitsiink egy (2 eseményteret és egy (A, N, U) esemény
algebrat 2-n, ekkor egy

P: AR,

pozitiv valés fiiggvényt valdszintliségnek vagy valdszintiségi mérték-
nek neveziink, ha teljesiilnek az alabbi feltételek

e P(Q) =1,
e Ha E; € A, i€ I, ahol I egy megszamldlhat6 (véges vagy végtelen)
halmaz és E; N Ej = (), barmilyen ¢ # j esetén, akkor teljesiil, hogy
P(UierBi) = > P(E),
i€l
vagyis a P egy megszamlalhatéan additiv fiiggvény.

Mindezeket Osszegezve egy (€2, A,P) harmast valésziniiségi térnek ne-
veziink, ha  egy esemény tér, A egy esemény algebra -n és P egy
valésziniiségi mérték A-n.
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El6szor is vegyiik észre, hogy a definici6 alapjan végtelen sok valdszint-
ség létezik. Masodsorban pedig latni fogjuk, hogy bizonyos feltételek mel-
lett az igy definialt valészintiségek kozé tartozik a klasszikus valdszintiség
("kedvez6 esetek osztva Osszes eset”) is.

Hogy ezt ki tudjuk fejteni, a tovabbiakban vegyiik észre a valdszintliség
tulajdonsagai alapjan, hogy ha Fi, Es, ..., E, € A események, gy, hogy

k
UEZ‘:QéSEZ‘ﬂEj:@,
i=1
barmilyen i # j esetén, vagyis az F1,..., i egy teljes esemény rend-

szer az ()-n, akkor

1=P(Q) =P (uleEi) - iP(Ei).
i=1

Ennek a kovetkezo példa egy partikularis esete.

3. példa (Klasszikus valésziniiségi tér). Legyen Q = {wi,wa,...,wn}
eqy diszkrét esemény tér és legyen

A={E|ECQ

(az események algebrdja) az §) dsszes részhalmaza. Ekkor az{wi}, ..., {wn}
elemi események eqy teljes esemény rendszert alkotnak az Q-n, igy az
elébbi okfejtés alapjan azt kapjuk, hogy

1= ZP({%})-

Akkor beszélink klasszikus valdsziniiségi térrdl, ha a tovdbbiakban feltételez-
ziik, hogy P({w;}) = p bdarmilyen i € {1,...,n} esetén, vagyis, hogy mind-
egyik elemei eseménynek ugyanannyi a valoszinisége. FEkkor azt kapjuk,
hogy

n
1= P{w})=p+p+...+p=n-p,
=1

vagyis, hogy
1 1
P({wi}) = TR



Tovdbbd, ha E = {w;,,...,w;, } egy esemény, akkor

1
k..
n n

i 11 1
P(E) =P (u;?:l{wij}> = P )= ot

Tehat megkaptuk a jol ismert formulat a klasszikus valosziniiségi tér esetén,

hogy
18]

Q

Példaul a szabdlyos kockadobds (ahol feltételezzik, hogy a kocka nem
hamis és gy mindeqyik elemi esemény egyforma valdosziniiséggel kovetkezik
be) esetén, ahol Q) = {wy,wa,...,ws} azt kapjuk, hogy bdarmely oldal meg-
dobdsdnak a valdszindsége +. Illetve ha F = {wa,wq,we} a pdros dobds

6
eseménye, akkor

P(E)

1 _|E

B(E) = 1B] = g

4. példa (A hamis kocka esete). Az aldabbi valdsziniiségi tér egy példa
lesz a nem klasszikus esetre. Legyen Q = {wi,...,ws} egy hatoldali
dobokocka dobdas eseménytere. Most viszont tételezziik fel, hogy a kocka
hamis és a kivetkez6k az elemi események valdszintségei: P({w;}) = 1,
hai€{l,...,5} ésP({ws}) = 2. Az {wi},...,{ws} tovdbbra is egy teljes
eseményrendszert alkot, tehdt az igaz, hogy

6

1= P{wi}).

i=1
Legyen tovabbd E = {wa,wy,ws} az az esemény, hogy pdrost dobunk. Ek-
kor
1 1 2 4  |E|

tehdt mdr nem igaz, hogy az E valdszinisége a kedvezo estek szama osztva
az 0sszes eset szamdval.

Most nézziik meg a valészinliség néhéany hasznalatos tulajdonsagéat.

2. tulajdonsag. Legyen (2, A, P) egy valdsziniiségi tér, ekkor igazak az
alabbiak
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